Lésungen zur Klausur 03.03.13

Aufgabe: Kugelgasbehalter

a) Ansatz mit einer ganz-rationalen Funktion 3. Grades:
vit)=at? +bt?+ct+d mit v'(t)=3at? + 2bt + c.

Aus den Informationen im Text ergeben sich die folgenden Bedingungen:
Die Zulaufgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1

— betragt 22 m3/h: v(1) =22

- ist maximal: v' (1) = 0 (notwendige Bedingung)

Die Zulaufgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 4

- betragt -32 m*/h:  v(4) =-32

— ist minimal: v'(4) = 0 (notwendige Bedingung)

Setzt man diese in die Gleichungen fiir v(t) bzw. v'(t) ein, so ergibt sich ein lineares
Gleichungssystem mit zugehdoriger erweiterter Koeffizientenmatrix:

a+ b+ c+d= 22 T 111 22
3a+ 2b+ c+ = 0| o 3 210 0
64a +16b +4c + d =-32 64 16 4 1|-32

48a + 8b + c + 0 48 810 0

Bei der Losung des Gleichungssystems mithilfe linearer Zeilenumformungen erhalt man
folgende Zwischenschritte
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Aus der Matrix in Dreiecksform kann man von unten nach oben die Lésungen ablesen:
d=1,

c+2,25-0 =48, also ¢ = 48,

b+2-48 +3-0 =66, also b =-30,

a+1-(-30)+1-48+1.-0=22, also a=4.

Damit lautet die Funktionsgleichung der Zulaufgeschwindigkeit:
v(t) =4t>-30t% + 48t

Kontrolle, ob diese so ermittelte Funktion tatsachlich die Bedingungen erfiillt:
Es gilt: v'(t)=12t2-60t+48=12-(t?-5t+4)=12-(t-1)-(t-4), also
vVit)=0et=1vt=4,

Uberpriifung, ob die hinreichenden Bedingungen erfiillt sind:
Da v (t) = 24t - 60 liegt mit v"’(1) = -36 < 0 fir t = 1 ein lokales Maximum und mit
v’ (4) = 36 > 0 fur t = 4 ein lokales Minimum vor.



b) Zunichst lauft Flissiggas in den zu Beginn bereits mit 42 m? gefiillten Tank ein. Die

Zuflussgeschwindigkeit nimmt in der ersten Stunde immer weiter zu. Danach verringert
sich die Zuflussgeschwindigkeit wieder (es wird aber weiter Flussiggas eingefullt), bis
sie nach etwa 2,3 h gleich null ist. In diesem Moment flieRt nichts ein oder aus.
AnschlieRend wird die Zuflussgeschwindigkeit sogar negativ, was bedeutet, dass Fllssig-
gas aus dem Tank entnommen wird.

Man erkennt eindeutig, dass Gber dem Intervall [0; 5] der Flacheninhalt der Flache
unterhalb der ersten Achse grofer ist als der Flicheninhalt der Flache oberhalb der

ersten Achse. Daher wird dem Tank insgesamt mehr entnommen als zugefiihrt wird
und er wird nach 5 h weniger als 42 m? Flissiggas enthalten.

Es ergeben sich die Nullstellen: t, = 0;t,= 13 - ¥33 < 237, , =15, V32 =519

Im Zeitintervall [0; t,] flieRt Gas zu; im Zeitintervall [t,; 5] flieRt Gas aus.
Die Nullstelle t; liegt auRerhalb des betrachteten 5-stiindigen Zeitintervalls.

vi(t)=12t2-60t + 48; v (t)=24t-60; v'(t)=24

Gesucht ist eine Extremstelle der ersten Ableitung, also eine Wendestelle, an der
zusatzlich eine negative Steigung vorliegen soll.

Die notwendige Bedingung ergibt v’ (t) =0 & 24t =60 & t = 2,5.

Aus der hinreichenden Bedingung v (2,5) =0 A v’ (2,5) = 24 = O folgt, dass t = 2,5
eine Wendestelle ist.

Da aulRerdem auch v'(2,5) = -27 < 0, war die Abnahme nach 2,5 Stunden am gréRten.

Da weiterhin v(2,5) = -5, flieBen zu diesem Zeitpunkt 5%3 aus dem Behalter heraus.

d) (1) Bei der Berechnung der Fiillmenge nach 2 Stunden mithilfe der Integralrechnung

ist zu beachten, dass der Behalter bereits mit 42 m? gefullt war.
2

_[v(t)dt+42 =t - 1083 + 242 ; +42=32+42=74

0

Nach 2 Stunden befinden sich also 74 m* Gas im Behalter.
(2) Soll sich im Behalter wieder die Ausgangsmenge von 42 m? befinden, so muss die
Bilanzsumme aus Zu- und Abfluss gerade wieder null ergeben.

d
Der Ansatz Jv (t)dt = 0 mit d > O fuhrt zu der Gleichung:
0

d*-10d*+24d’°=0e d?(d*°-10d +24) =0 = d*’(d-4)(d-6)=0

Diese hat die Losungend=0vd=4vd=6.

Im betrachteten Zeitintervall befindet sich also nach 4 Stunden sowie zusatzlich
nach 6 Stunden wieder die Ausgangsmenge im Behalter.

e) (LK) Der kugelférmige Behdlter hat den Radius r = 3 m. Er kann als Rotationskérper

betrachtet werden.
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(1) Veu = 289 - x)dx = 2n[9x - L[ = 36m = 1131
0

Das gesamte Volumen des Behadlters betragt etwa 113,1 m?.



